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课程简介

线性规划 (Linear Programming, LP)是运筹学与最优化理论的核心分支，也是现代数据科学、
机器学习、经济学和工程优化的重要数学工具。本课程以 Robert J. Vanderbei 所著 Linear
Programming: Foundations and Extensions（第五版）为主要教材，辅以 Bertsimas & Tsit-
siklis 的 Introduction to Linear Optimization 和 Schrijver 的 Theory of Linear and Integer
Programming，系统讲授线性规划的基本理论、经典算法和前沿方法。
课程从线性规划的标准形式与几何直觉出发，深入讨论单纯形法 (Simplex Method)的代数结
构与实现细节，建立完整的对偶理论 (Duality Theory) 框架，包括 Farkas 引理的多种证明、
对偶单纯形法及互补松弛条件的深层含义。在灵敏度分析部分，课程系统讨论参数线性规划

与最优值函数的分段线性凸性。

在算法层面，课程涵盖内点法 (Interior Point Methods) 的两大范式——仿射缩放法与路径跟
踪法，深入分析中心路径、自协调障碍函数理论及多项式复杂度证明。网络优化部分讨论网

络单纯形法的树结构实现及全幺模性的理论基础。课程后半部分引入整数规划 (Integer Pro-
gramming) 的基本理论，涵盖分支定界法、Gomory 割平面法及分支切割法的现代实现，最
终通过列生成、Dantzig–Wolfe 分解和 Benders 分解等高级技术展示线性规划在大规模优化
中的建模与求解能力。

本课程面向博士研究生，强调数学严格性：所有核心定理给出完整证明，算法分析包含复杂

度与收敛性论证，应用案例注重建模技巧与计算实践。通过本课程的学习，学生将掌握线性

规划从理论到算法再到应用的完整技术链条，为从事优化理论研究或解决实际大规模优化问

题奠定坚实基础。

适合人群

应用数学、运筹学、统计学、计算机科学等专业的博士研究生

对最优化理论和算法有深入研究需求的硕士研究生

从事数学规划、算法设计、机器学习优化方向的研究人员

希望系统掌握线性规划理论基础与前沿方法的数据科学高级从业者

前置知识

线性代数 (Linear Algebra)：矩阵运算、行列式、向量空间、线性方程组、特征值与特征向
量、正定矩阵、矩阵分解（LU、Cholesky）

高等数学 / 实分析 (Real Analysis)：多元函数微分、梯度、Hessian 矩阵、隐函数定理、紧
集上连续函数的性质

凸分析基础 (Convex Analysis)：凸集、凸函数、分离超平面定理（有助于深入理解对偶理
论）
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数值计算 (Numerical Methods)：浮点运算、数值线性代数基础、稀疏矩阵技术（有助于
理解算法实现）

编程能力：Python 或 MATLAB/Julia（用于数值实验与算法实现）

讲次 主题 内容概要

第 1 讲线性规划导论与几何直观 LP 的标准形式与等价转换、可行域与多面体理论、超平面与半空间、凸集与凸包、Minkowski–Weyl 定理、顶点/极点/基本可行解的等价性、LP 基本定理及完整证明、LP 的四种结果分类 第 2 讲单纯形法基与基变换的代数结构、检验数 (reduced cost) 与最优性条件、旋转操作 (pivoting) 的矩阵解释、单纯形表 (simplex tableau)、两阶段法与大 M 法的比较、退化 (degeneracy) 与 Bland 反循环规则、单纯形法的有限终止性证明、修正单纯形法 (revised simplex) 与矩阵更新、列生成思想 第 3 讲对偶理论对偶问题的系统构造、弱对偶定理与证明、强对偶定理的多种证明（几何证明与代数证明）、互补松弛条件 (complementary slackness) 与经济学解释、Farkas 引理的多种形式与证明、择一定理 (theorem of alternatives)、对偶单纯形法的推导与实现 第 4 讲灵敏度分析与参数规划目标系数灵敏度分析、右端向量灵敏度分析、影子价格 (shadow price) 与对偶变量的经济学解释、新增变量与新增约束的分析、参数线性规划 (parametric LP)、最优值函数的分段线性凸性证明、100% 规则 第 5 讲内点法（一）：仿射缩放与中心路径内点法的历史（Karmarkar 1984）与动机、仿射尺度法 (affine scaling) 的推导与收敛性、Karmarkar 势函数法、对数障碍函数与中心路径 (central path) 的解析性质、中心路径的存在性与唯一性证明、解析中心 (analytic center) 的概念 第 6 讲内点法（二）：路径跟踪与复杂度原始-对偶内点法 (primal-dual IPM) 框架、Newton 方向与正规方程组的求解、Mehrotra 预测-校正法 (predictor-corrector)、邻域的定义与步长分析、自协调障碍函数 (self-concordant barrier) 理论、O(
√
n log(1/ϵ)) 复杂度证明、内点法与单纯形法的比较 第 7 讲网络流与网络单纯形法网络流问题的 LP 建模（最短路、最大流、最小费用流）、关联矩阵与全幺模性 (total unimodularity) 定理及证明、运输问题与指派问题、网络单纯形法的树结构与高效实现、强多项式算法与弱多项式算法的区别、Klee–Minty 反例 第 8 讲整数规划导论整数规划的定义与分类（纯整数、混合整数、0-1 规划）、NP-hard 性与计算复杂性、LP 松弛与整数间隙 (integrality gap)、全幺模矩阵与整数多面体、Gomory 割平面法的推导与有限终止性证明、Chvátal–Gomory 过程 第 9 讲分支定界与分支切割分支定界法 (branch-and-bound) 的系统框架、节点选择策略（最佳优先 vs 深度优先）、变量分支策略（最不满足、强分支、可靠伪费用）、切割平面法在分支定界中的嵌入、Gomory 混合整数割 (GMI cuts)、分支切割法 (branch-and-cut) 的现代实现、预处理 (presolve) 技术 第 10 讲高级主题与应用列生成 (column generation) 与切割料问题 (cutting stock)、Dantzig–Wolfe 分解的理论与实现、Benders 分解与逻辑 Benders 割、LP 对偶与博弈论（零和博弈的 minimax 定理）、鲁棒线性规划简介、LP 在机器学习中的应用（ℓ1 回归、线性分类）、开放问题与研究前沿
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